Problema estimarii frecventelor unor semnale
sinusoidale in prezenta zgomotului

Modelul semnalului. Caracteristici spectrale si
de corelatie



Sa consideram cazul unor exponentiale complexe in prezenta unui zgomot alb,

. o e 4. . 2
necorelat cu semnalul, de valoare medie nula s1 dispersie 6, :

y(n)= ZAze”e”’ w(n)= 2 X; (n)+w(n)

e Amplitudinile 4; € [O,OO) s1 frecventele unghiulare w; [— 7r,7r] se
presupun deterministe, dar necunoscute;

o fazele @, sunt variabile aleatoare necorelate, uniform distribuite in [- 7, 7z].



Modelul ARMA

x;(n)= A,-ej(p" /M

xi(n)z e]w"xl-(n — 1)

M A A A . —1
sau introducand operatorul “intarziere cu un tact” g

x;(n)= e/ q_lxl- (n) = (1 —e/%ig! }‘i (n)=0



Pentru P=1

n=1)

=x;(n—=1)+w(n-1)
y(n)=x;

(n)+ win)

A . . . @: - o A . . e o
Inmultind prima ecuatie cu e/“! si scazand-o din a doua se elimind x;(n):

(1= e/ g™ Jo(m)= 1 - 7% =" Jo(n)

In cazul general a P componente se obtine deci

A(q)y(n)zA(q)w(n) unde A(q) ]f[l(l eja)iq_l)



Observatii
-Este o forma particulara de model ARMA (model ARMA degenerat)

-Polinomul A(q) poartd informatia completa asupra frecventelor {a)l- }f): 1>

deoarece radacinile sale sunt

-Scriind

rezulta



Functia de autocorelatie

Evaluam mai intai

E{X xl } {A o/ Pi pJ @i nAe ](Dle_]a)ln}
:AiAle (i -oy) E{ej(ﬂie—J(Dl}
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iar pentru i # [
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2 . 2 g

deci



La fel se deduce ci

E{xi (n)x; (n - k)}: {Al-zejka’i =]

0 i1

asa incat rezulta



Densitatea spectrala de putere

Se calculeaza ca transformata Fourier in timp discret a functiei de autocorelatie.
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Vectorul de date

Vectorii frecventa

e = ll,e_Ja)i ,e_zja)i ,...,e_J(N_l)a’i ]T, i

Matricea de autocorelatie R asociata vectorului de date este

R=Ely(n)y ()|~




Deoarece



P2E{x (n)x!(n)}=diag{d’, 4, -, 4}

R= E{y(n)yH (n)} = AE{XC(n)Xf (n)} A" +0’1

—_ =

R=APA + 521

P
R=E{y(n)y(n)"} = ¥ 47e;ef’ + oL
1=1




Dar

P
R =Y A?eell =APAY
i=1

este matricea de autocorelatie a semnalului, 1ar
2
RW =0 WI
este matricea de autocorelatie a zgomotului, deci:

R:RS +RW



Valori proprii, vectori proprii
Vom presupune N>P.

Rangul matricei R g este P, 1ar al matricelor Ry deci s1 R, este V.

In consecintd, matricca Rg are P valori proprii Ag;, i=1,---,P nenule

(pozitive), iar restul de N-P sunt nule.
Vectorii proprii v; asociati valorilor proprii nenule poartda numele de

vectori proprii principali. In consecintd, R ¢ poate f1 exprimat sub forma:

L H
Rg=> Agv;v;
i=1



Vectoril v; definesc acelasi subspatiu al semnalelor P-dimensional ca s1 vectoril e;.

Intr-adevir, ei sunt ortogonali si satisfac relatia:

Rgv; =AgV;
P
2 H



deci

P N P N N

H, 2 H 2\ H 2 H H

R=2 AgiViVi" +05 2 V;Vi =Z(/1Si+0w)"iVi + 0y 2ViVi = 2L A4VVi
i=1 i=1 i=1 i=P+1 i=1

Din relatia de mai sus rezulta ca se pot imparti vectorii proprii 4, al matricei de

autocorelatie in doua categorii



-vectorii proprii principali, v,...,vp, care corespund valorilor proprii

2 .
ﬂ’i :ﬂ’Sl' +0,, 1 =1,---,P
(cele mai mart); e1 sunt in acelasi timp vectori proprii a1 matricei de autocorelatie
a semnalului; vom spune ca acestia genereaza subspatiul semnal $1 11 vom nota

Si :Vl', i=1,"',P

Cu acestia se formeaza matricea

S=[s1,s2,sp] (NxP)



-vectoril proprii Vpyy,...,Vn, corespund tofi valorilor proprit Ap 1, Ap 9, -, Ay = avzv; el

genereaza subspatiul zgomot. Acesti vectori se vor nota
gi:VP+i9 i=1,"°,N—P
s1 cu el se formeaza matricea

G=|g.g2,gn_p] (Nx(N-P)






RS =SA;
RG =GA»
Din ultima relatie
Apyr - 0
RG=G| : . ! |=02G=APAYG+o2G
0 - Ay

de unde

APATG =0



Dar P este o matrice diagonald cu elemente nenule pe diagonald, iar A este de tip

Vandermonde, deci are rangul egal cu numarul de coloane, asa incat rezulta
AflGg=0
ceea ce implica
eflg, =0, Vik, i=1--P, k=1, N-P
deci

eflG=0, i=1--P



Totodata, relatia de mai sus implica

Allg, =0, k=1 N-P
ceea ce inseamna ca vectoril g; apartin spatiului nul al matricei Al
g € N(AH )
sau spatiul coloana al matricei G este identic cu spatiul nul al matricei Al

c(G)=Nla%)

Dar din ortogonalitatea vectorilor proprii rezulta

c(G)=N(s")



Din ultimele doua relatii

In mod asemanator se deduce ca

In consecinta vectorii e; genereaza acelasi subspatiu ca si vectorii proprii principali si

sunt ortogonali pe subspatiul zgomot.

Pornind de la observatiile de mai sus existda doua categorii de metode de estimare

a frecventelor. Unele se bazeaza pe subspatiul semnal, celelalte pe subspatiul zgomot.



