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În cadrul acestei etape de cercetare a proiectului, am dezvoltat o nouă familie de algoritmi adaptivi de tip VFF-RLS

(variable-forgetting factor recursive least-squares) cu complexitate aritmetică redusă, bazaţi pe metodele iterative de

tip DCD (dichotomous coordinate descent). Contextul ı̂n care au fost aplicaţi algoritmii VFF-DCD-RLS propuşi a fost

acela de compensare a ecoului acustic stereofonic pe baza modelului WL (widely linear) [1], [2] (Fig. 1).

În contextul acestei aplicaţii, algoritmii de tip RLS sunt preferaţi datorită vitezei lor de convergentă. Cu toate

acestea, complexitatea aritmetică a algoritmului RLS “clasic” (proporţională cu L2, unde L este lungimea filtrului)

este prohibitivă pentru implementările practice, ţinând cont de dimensiunea căilor de ecou şi implicit a filtrelor adaptive

utilizate (sute sau chiar mii de coeficienţi).

Algoritmul FRLS (fast RLS) [3] are o complexitate aritmetică proporţională cu lungimea filtrului, ceea ce poate fi

realizabil ı̂n practică. Din păcate, acest algoritm are probleme de instabilitate numerică ı̂n special ı̂n cazul prezenţei

unor semnale de intrare nestaţionare (cum ar fi semnalul vocal), astfel ı̂ncât trebuie repornit periodic pentru a preveni

asemenea situaţii [4].

Pentru a depăşi acest inconvenient, vom utiliza algoritmii de tip DCD-RLS [5], [6]. Metoda DCD [7] reprezintă

o soluţie eficientă de rezolvare iterativă a ecuaţiilor normale din cadrul algoritmilor RLS, necesitând pentru imple-

mentare doar operaţii de adunare. Ca şi ı̂n cazul algoritmului RLS, performanţele algoritmilor de tip DCD-RLS sunt

influenţate de valoarea factorului de ponderare (sau “uitare” – forgetting factor). Pentru a controla acest aspect, am

propus algoritmii de tip VFF-DCD-RLS, ce utilizează un factor de uitare variabil.

Punctul de plecare ı̂l reprezintă algoritmul WL-RLS [1], sintetizat ı̂n tabelul 1. Detalii despre acest algoritm şi

parametrii acestuia au fost furnizate ı̂n cadrul etapei de cercetare precedente [8].

Abordarea ı̂n contextul metodei DCD se bazează pe transformarea ecuaţiilor normale ı̂ntr-o secvenţă de ecuaţii

normale auxiliare, ce urmează a fi ulterior rezolvate prin tehnici iterative. În cazul modelului WL, vom presupune

că sistemul de ecuaţii normale este rezolvat pentru momentul de timp n − 1, iar soluţia aproximativă h̃(n − 1) este

disponibilă. În acest context, putem defini un vector rezidual al soluţiei astfel:

r(n− 1) = px̃d(n− 1)−Rx̃(n− 1)h̃(n− 1). (1)

Pe baza notaţiei

�h̃(n) = h̃(n)− h̃(n− 1), (2)
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Figure 1: Modelul WL pentru compensarea ecoului acustic stereofonic.

Table 1: Algoritmul WL-RLS.

Iniţializare:

h̃(0) = 0

R−1
x̃ (0) = δ−1I2L (cu δ > 0, parametrul de regularizare)

λ = 1− 1

2CL
, factorul de uitare (cu C ≥ 3)

Pentru n = 1, 2, . . . :

k̃(n) =
R−1

x̃ (n− 1)x̃(n)

λ+ x̃H(n)R−1
x̃ (n− 1)x̃(n)

e(n) = d(n)− h̃H(n− 1)x̃(n)

h̃(n) = h̃(n− 1) + k̃(n)e∗(n)

R−1
x̃ (n) = λ−1R−1

x̃ (n− 1)− λ−1k̃(n)x̃H(n)R−1
x̃ (n− 1)

ecuaţiile normale devin

Rx̃(n)
[
h̃(n− 1) +�h̃(n)

]
= px̃d(n). (3)

În plus, utilizând notaţia

�Rx̃(n) = Rx̃(n)−Rx̃(n− 1), (4)

�px̃d(n) = px̃d(n)− px̃d(n− 1), (5)
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Table 2: Algoritmul DCD ciclic pentru date complexe.

Iniţializare:

�h̃(n) = 0, r(n) = p(n)

η = H, q = 0, s = 1

Pentru m = 1, 2, . . . ,Mb:

Pasul 1: η = η/2

Pasul 2: flag = 0

Pentru k = 1, 2, . . . , 2L:

Pasul 3: Dacă s = 1, atunci rtemp = Re [rk(n)]

altfel rtemp = Im [rk(n)]

Dacă |rtemp| > (η/2)Rx̃,k(n)

Pasul 4: �h̃k(n) = �h̃k(n) + sgn(rtemp)sη

Pasul 5: r(n) = r(n)− sgn(rtemp)sηR
(k)
x̃ (n)

Pasul 6: q = q + 1, flag = 1

Pasul 7: Dacă q = Nu, algoritmul se opreşte

Pasul 8: Dacă s = 1, atunci s = j, mergi in Pasul 3

altfel s = 1

Pasul 9: Dacă flag = 1, atunci mergi in Pasul 2

şi ţinând cont de (1), sistemul de ecuaţii (3) poate fi rescris ca

Rx̃(n)�h̃(n) = r(n− 1) +�px̃d(n)−�Rx̃(n)h̃(n− 1). (6)

Vom nota prin p(n) termenul din partea dreaptă a ecuaţiei (6), adică

p(n) = r(n− 1) +�px̃d(n)−�Rx̃(n)h̃(n− 1). (7)

În consecinţă, ecuaţiile normale auxiliare [5] sunt

Rx̃(n)�h̃(n) = p(n). (8)

De asemenea, ţinând cont de formula de reactualizare a matricei de autocorelaţie, ı̂mpreună cu notaţia (4), rezultă că

�Rx̃(n) = (λ− 1)Rx̃(n− 1) + x̃(n)x̃H(n). (9)

Multiplicând (9) la dreapta cu h̃(n− 1) şi ţinând cont de (1) şi (7), obţinem

p(n) = λr(n− 1) + x̃(n)e∗(n). (10)

Relaţia (10) este utilizată pentru a evalua termenul din partea dreaptă a ecuaţiei (8).

Se poate demonstra că rezolvarea ecuaţiilor normale auxiliare (8) este echivalentă cu minimizarea funcţiei

Js

[
�h̃(n)

]
= �h̃H(n)Rx̃(n)�h̃(n)−�h̃H(n)p(n). (11)
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Table 3: Algoritmul WL-DCD-RLS.

Iniţializare:

h̃(0) = 0, r(0) = 0

Rx̃(0) = δI2L (cu δ > 0, parametrul de regularizare)

λ = 1− 1

2CL
, factorul de uitare (cu C ≥ 3)

Pentru n = 1, 2, . . . :

Rx̃(n) = λRx̃(n− 1) + x̃(n)x̃H(n)

e(n) = d(n)− h̃H(n− 1)x̃(n)

p(n) = λr(n− 1) + x̃(n)e∗(n)

Rx̃(n)�h̃(n) = p(n) ⇒ �h̃(n), r(n)

(de rezolvat cu iteraţiile DCD – Tabelul 2)

h̃(n) = h̃(n− 1) +�h̃(n)

Procedura poate fi rezumată astfel: ı̂n primul rând, se setează numărul maxim de iteraţii Nu (permis pentru rezolvarea

sistemului de ecuaţii); ı̂n continuare, la fiecare iteraţie q (cu q < Nu), soluţia �h̃(n) este reactualizată ı̂n direcţia

dr(n), astfel ı̂ncât

dH
r (n)r(n) �= 0, (12)

În acest caz, funcţia ce trebuie minimizată este Js

[
�h̃(n) + ηdr(n)

]
, unde pasul η poate fi ales ı̂n diverse moduri.

Algoritmul DCD utilizează un pas variabil, ales ca putere a lui 2. De fapt, pasul respectiv ia una din cele Mb valori

predefinite, corespunzătoare reprezentării binare a lui�h̃(n) cu Mb biţi ı̂n intervalul de amplitudini [−H,H].

În contextul modelului WL, ecuaţiile auxiliare normale sunt rezolvate pe baza algoritmului DCD ciclic pentru date

complexe, prezentat ı̂n tabelul 2, iar algoritmul WL-DCD-RLS rezultat este descris ı̂n tabelul 3. Complexitatea de

calcul depinde de numărul de iteraţii “reuşite”; astfel, ı̂n cazul cel mai defavorabil, vom avea 2(2L)(2Nu+Mb−1)+Nu

operaţii.

În plus, complexitatea aritmetică poate fi redusă ı̂n primul pas al algoritmului, ţinând cont de modul de reactualizare

a vectorului x̃(n) şi de faptul că matricea Rx̃(n) este hermitică. În consecinţă, numai primele două coloane ale matricei

trebuie evaluate:

R
(1)
x̃ (n) = λR

(1)
x̃ (n− 1) + x∗(n)x̃(n), (13)

R
(2)
x̃ (n) = λR

(2)
x̃ (n− 1) + x(n)x̃(n). (14)

Prin urmare, algoritmul WL-DCD-RLS necesită 7(2L) operaţii de ı̂nmulţire şi 2L(4Nu + 2Mb + 3) +Nu adunări (ı̂n

cazul cel mai defavorabil). În concluzie, complexitatea aritmetică a algoritmului WL-DCD-RLS este proporţională cu

2LNu (unde Nu � L), ceea ce reprezintă o soluţie atractivă ı̂n practică.

Ca şi ı̂n cazul algorimului RLS clasic, algoritmul WL-DCD-RLS prezentat anterior utilizează o valoare constantă

a factorului de uitare λ, ceea ce conduce la un compromis ı̂ntre criteriile de performanţă ale filtrului adaptiv (viteza

de convergenţă/capacitatea de urmărire versus dezadaptare/robustete). Pentru a dezvolta o variantă VFF a acestui

algoritm, se pleacă de la premisa că semnalul de referinţă d(n) conţine ecoul complex y(n) şi semnalul de la capătul

4



Table 4: Algoritmul WL-VFF-RLS.

Iniţializare:

h̃(0) = 0

R−1
x̃ (0) = δ−1I2L (with δ > 0, parametrul de regularizare)

λ(0) = λmax (foarte apropiat de 1)

σ̂2
e(0) = 0

σ̂2
u(0) = 0

α = 1− 1

2KL
,with K > 1

1 < γ ≤ 2

ε = o constantă pozitivă mică

Pentru n = 1, 2, . . . :

u(n) = x̃H(n)R−1
x̃ (n− 1)x̃(n)

k̃(n) =
R−1

x̃ (n− 1)x̃(n)

λ(n− 1) + u(n)

e(n) = d(n)− h̃H(n− 1)x̃(n)

h̃(n) = h̃(n− 1) + k̃(n)e∗(n)

R−1
x̃ (n) = λ−1(n− 1)R−1

x̃ (n− 1)− λ−1(n− 1)k̃(n)x̃H(n)R−1
x̃ (n− 1)

σ̂2
u(n) = ασ̂2

u(n− 1) + (1− α)u2(n)

σ̂2
e(n) = ασ̂2

e(n− 1) + (1− α) |e(n)|2
Calculează σ̂2

v(n)

Dacă σ̂e(n) > γσ̂v(n), atunci

λ(n) = min

[
σ̂u(n)σ̂v(n)

ε+ |σ̂e(n)− σ̂v(n)| , λmax

]
altfel λ(n) = λmax

apropiat (near-end), v(n). În acest context, scopul filtrului adaptiv nu este de a anula eroarea, ci de a recupera semnalul

de la capătul apropiat ı̂n eroarea filtrului adaptiv. Pe baza acestei abordări, a fost propus ı̂n [9] un algoritm de tip WL-

VFF-RLS, sintetizat ı̂n tabelul 4. Detalii despre acest algoritm au fost prezentate ı̂n cadrul fazei precedente [8].

În continuare, vom extinde această abordare şi ı̂n cazul algoritmului WL-DCD-RLS. Pentru ı̂nceput, relaţia dintre

eroarea a posteriori şi cea a priori poate fi dezvoltată ca

ε(n) = d(n)− h̃H(n)x̃(n) (15)

= d(n)−
[
h̃H(n− 1) +�h̃H(n)

]
x̃(n)

= e(n)−�h̃H(n)x̃(n).

De asemenea, comparând relaţiile de reactualizare pentru h̃(n) din tabelul 1 şi tabelul 3, observăm că avem

�h̃(n) = k̃(n)e∗(n). (16)

Astfel, vom obţine aceeaşi expresie a factorului de uitare variabil ca şi ı̂n cazul algoritmului WL-VFF-RLS. Principala
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Table 5: Algoritmul WL-VFF-DCD-RLS.

Iniţializare:

h̃(0) = 0, r(0) = 0

Rx̃(0) = δI2L (cu δ > 0, parametrul de regularizare)

λ(0) = λmax (foarte apropiat de 1)

σ̂2
e(0) = 0

σ̂2
u(0) = 0

α = 1− 1

2KL
, cu K > 1

1 < γ ≤ 2

ε = o constantă pozitivă mică

Pentru n = 1, 2, . . . :

Rx̃(n) = λ(n− 1)Rx̃(n− 1) + x̃(n)x̃H(n)

e(n) = d(n)− h̃H(n− 1)x̃(n)

p(n) = λ(n− 1)r(n− 1) + x̃(n)e∗(n)

Rx̃(n)�h̃(n) = p(n) ⇒ �h̃(n), r(n)

(de rezolvat cu iteraţiile DCD – Tabelul 2)

h̃(n) = h̃(n− 1) +�h̃(n)

u(n) = λ(n− 1)
x̃H(n)�h̃(n)

e∗(n)− x̃H(n)�h̃(n)

σ̂2
u(n) = ασ̂2

u(n− 1) + (1− α)u2(n)

σ̂2
e(n) = ασ̂2

e(n− 1) + (1− α) |e(n)|2
Calculează σ̂2

v(n)

Dacă σ̂e(n) > γσ̂v(n), atunci

λ(n) = min

[
σ̂u(n)σ̂v(n)

ε+ |σ̂e(n)− σ̂v(n)| , λmax

]
altfel λ(n) = λmax

problemă rămâne ı̂nsă modul de evaluare a parametrului u(n), pentru a estima ulterior σ̂u(n).

În cazul algoritmului WL-DCD-RLS, vectorul soluţie�h̃(n) rezultă din iteraţiile DCD (a se vedea tabelul 2). Pe

de altă parte, ı̂n cazul algoritmului WL-VFF-RLS vom avea

x̃H(n)k̃(n) =
u(n)

λ(n− 1) + u(n)
. (17)

În consecinţă, rezultă că

u(n) = λ(n− 1)
x̃H(n)�h̃(n)

e∗(n)− x̃H(n)�h̃(n)
. (18)

În final, algoritmul WL-VFF-DCD-RLS propus este sintetizat ı̂n tabelul 5. Legături ı̂ntre algoritmii de tip RLS şi cei

bazaţi pe filtrare Kalman au fost recent prezentate ı̂n [10] şi [11]
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